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L’effet Trou Noir Acoustique (TN) est une technique passive d’amortissement de vibrations sans ajout de masse
fonde´e sur les proprie´te´s des ondes de flexion dans des structures minces d’e´paisseur variable. La mise en
œuvre habituelle consiste en une plaque avec une extre´mite´ profile´e selon une loi exponentielle, recouverte d’un
film viscoe´lastique. L’inhomoge´ne´ite´ de la structure conduit a` une baisse de la ce´le´rite´ et une augmentation de
l’amplitude des ondes de flexion, ce qui a pour conse´quence une dissipation d’e´nergie efficace quand un film
amortissant est place´ dans la zone de faible e´paisseur. L’amplitude des ondes a` l’extre´mite´ peut facilement atteindre
l’ordre de grandeur de l’e´paisseur de la plaque, ce qui est une source de non-line´arite´s ge´ome´triques. Ces non-
line´arite´s peuvent avoir pour conse´quences des couplages entre les modes de vibration de la structure, et induire
un transfert d’e´nergie des basses fre´quences vers les hautes fre´quences. Ce phe´nome`ne de transfert d’e´nergie
peut eˆtre exploite´ pour augmenter l’efficacite´ du traitement dans le domaine des basses fre´quences pour lequel le
trou noir est peu efficace. Une expe´rience montre que la terminaison TN se comporte de manie`re non-line´aire et
permet un couplage entre modes. Un re´gime fortement non-line´aire peut e´galement eˆtre observe´, qui est associe´
au phe´nome`ne de turbulence d’ondes. Une mode´lisation d’une poutre TN comme une plaque de von Ka´rma´n
d’e´paisseur variable et une re´solution du proble`me par une me´thode modale permet de confirmer les effets observe´s
dans l’expe´rience et d’analyser plus finement ces re´sultats.
1 Introduction
L’amortissement des vibrations est un enjeu important
dans de nombreuses applications industrielles. Les me´thodes
classiques utilise´es pour re´duire ces vibrations consistent
par exemple a` couvrir la structure avec des mate´riaux visco-
e´lastiques lourds. L’efficacite´ de ces me´thodes est de´montre´e
mais elles donnent lieu a` un ajout de masse important qui
peut eˆtre re´dhibitoire dans l’industrie des transports par
exemple. Le de´veloppement de me´thodes d’amortissement
de vibration sans ajout de masse devient alors ne´cessaire.
Une de ces me´thodes consiste a` tirer partie de l’effet
”Trou Noir Acoustique” (TN) [1, 2]. Tel que de´crit par
Mironov [3], cet effet tire partie des proprie´te´s des ondes
de flexion dans une plaque d’e´paisseur inhomoge`ne. On
peut montrer que les ondes se propageant dans un profil
d’e´paisseur h(x)
h(x) = xm, m ≥ 2, (1)
ralentissent sans eˆtre re´fle´chies et que leur temps de vol
dans le profil tend vers l’infini si l’e´paisseur tend vers
ze´ro. L’e´paisseur re´siduelle dans un profil ”Trou Noir”
expe´rimental est toutefois trop grande pour obtenir un tel
effet mais cela peut eˆtre compense´ par l’ajout d’un film
viscoe´lastique mince [1]. Le coefficient de re´flexion de
l’extre´mite´ est alors conside´rablement re´duit. D’autres
travaux the´oriques proposent un mode`le plus raffine´ pour
le coefficient de re´flexion [2] et mettent en e´vidence une
augmentation du recouvrement modal [4]. Des mises
en e´vidence expe´rimentales de l’effet sont e´galement
nombreuses [5, 6, 7].
L’e´paisseur minimale de l’extre´mite´ TN ne´cessaire pour
obtenir un amortissement conse´quent est faible (quelques
dizaines de microns) et les amplitudes de de´placement de
l’extre´mite´ deviennent grandes devant l’e´paisseur. Cela pose
la question de la line´arite´ de la re´ponse de la structure. Cet
article se propose de mettre en e´vidence le caracte`re non-
line´aire d’une poutre munie d’une extre´mite´ TN et montrer
que les non-line´arite´s ge´ome´triques ont une influence sur
le caracte`re amortissant du TN. La premie`re partie est une
observation expe´rimentale d’une poutre TN. La seconde
partie propose un mode`le nume´rique pour simuler la re´ponse
d’une poutre TN dans un re´gime non-line´aire. Enfin, les
re´sultats du mode`les sont pre´sente´s dans la troisie`me partie.
2 Expe´rience
2.1 Montage expe´rimental
L’e´tude expe´rimentale porte sur deux poutres en
aluminium : l’une est uniforme de dimensions 1.3 m ×
20 mm × 5 mm, l’autre est de dimensions 1.5 m × 20 mm
× 5 mm et munie d’une extre´mite´ Trou Noir de longueur
0.3 m ; l’e´paisseur de cette extre´mite´ de´croıˆt de manie`re
quadratique jusqu’a` atteindre 50 µm environ. Un film
amortissant mince est colle´ sur l’extre´mite´ TN (voir Figure
1).
Le montage expe´rimental est constitue´ d’un pot vibrant
(LDS V201), d’un amplificateur (LDS PA25E), d’un capteur
de force (PCB 208C03), d’un acce´le´rome`tre (PCB 352C29)
et d’une carte d’acquisition (NI-USB4431). Le pilotage
s’effectue a` l’aide d’une interface Labview et les re´sultats
sont exporte´s et traite´s sous MATLAB. La poutre mesure´e
est suspendue verticalement et excite´e en son milieu par le
pot vibrant. L’acce´le´rome`tre est place´ arbitrairement sur la
poutre mesure´e.
Figure 1 – Extre´mite´ de la poutre TN. La re´gion
d’e´paisseur variable mesure 35 cm.
2.2 Re´ponses a` une excitation d’amplitude
croissante
La poutre est excite´e par un signal sinusoı¨dal d’amplitude
line´airement croissante sur une dure´e de 40 s. Les re´sultats
sont trace´s sur la figure 2 sous forme de spectrogrammes
pour la fre´quence d’excitation f=83 Hz et une force
d’excitation maximale de 15 N.
Le spectre de la poutre uniforme est principalement
compose´ de la raie d’excitation a` 83 Hz. On peut
e´galement remarquer la pre´sence de l’harmonique 2,
qui est probablement due a` l’un des e´le´ments du montage,
et quelques arte´facts d’amplitude ne´gligeable. Ce spectre est
typique d’une structure re´pondant line´airement. Le spectre
de la poutre TN s’enrichit rapidement avec l’augmentation
de la force d’excitation et est constitue´ d’un grand nombre
d’harmonique de la fre´quence d’excitation. La re´ponse de
la poutre TN est donc clairement non-line´aire. Des re´sultats




Figure 2 – Spectrogrammes d’acce´le´ration en dB (ref.
1 m.s−2), en re´ponse a` excitation de fre´quence 83 Hz pour
(a) la poutre uniforme et (b) la poutre TN.
3 Mode`le de Trou Noir non line´aire
3.1 Mode`le de plaque de von Ka´rma´n
La poutre TN est mode´lise´e comme une plaque non-
line´aire de von Ka´rma´n [8, 9] avec e´paisseur variable. La
ge´ome´trie de la plaque est de´crite sur la figure 3. L’e´paisseur













Figure 3 – Sche´ma de la plaque TN mode´lise´e (d’apre`s [4]).
L’e´quation du mouvement pour le de´placement
transverse w s’e´crit alors, en suivant les de´veloppements
propose´s dans [11, 12] :
ρh(x)w¨+ ∆(D(x)∆w)− (1− ν)L(D(x),w) = p+ L(w, F) (3)




∆F) − (1 + ν)L( 1
Eh(x)
, F) = −1
2
L(w,w) (4)
et ou` p est l’effort excitateur par unite´ de surface, E le
module d’Young, ν le coefficient de Poisson, h l’e´paisseur,
D = Eh3/12(1 − ν2) la rigidite´ de flexion, ρ la masse
volumique et L( f ,w) est l’ope´rateur biline´aire de Monge-
Ampe`re :
L( f ,w) = fxxgyy + fyygxx − 2 fxygxy (5)
De manie`re plus concise, on pourra noter
ρhw¨ + (D,w) = p + L(w, F) (6)
^(A, F) = −L(w,w)/2 (7)
avec A(x) = 1/Eh(x) et  et ^ les ope´rateurs spatiaux
applique´s a` w et F :
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Pour le cas d’une plaque libre sur ses quatre bords, les
















Pour re´soudre ce mode`le, on utilise une me´thode par
projection modale [13]. Les e´quations (3) et (4) sont
projete´es sur les modes de la structure line´aire associe´e. Les
proble`mes line´aires homoge`nes conservatifs associe´s sont
−ρhω2w + (D,w) = 0, (12)
et
^(A, F) = ζ4F, (13)
auxquels on ajoute les conditions limites (11). Ce sont des
proble`mes aux valeurs propres dont les solutions sont les
(ωk,Φk(x)) et (ζn,Ψn(x)), respectivement. On exprime le
de´placement et la fonction d’Airy comme des sommes :









On peut noter que les modes sont norme´s de telle sorte
que leur produit scalaire soit unitaire :
< Φk,Φk >= 1. (16)
La projection sur les modes donne finalement deux
formulations du proble`me projete´. La formulation (17-18)
quadratique en (q, β) s’e´crit :








Hpi, jqi(t)q j(t), (17)

























La formulation (21), ou` la variable β a e´te´ e´limine´e
au profit des seules amplitudes modales q du de´placement
transverse w, fait apparaıˆtre une non-line´arite´ cubique en q :
























La formulation (21) est particulie`rement pour utile pour
quantifier la convergence de la me´thode avec le nombre
de modes Ψ conside´re´ via les termes du tenseur Γsk,m,n.
Toutefois, c’est la formulation (17-18) qui sera utilise´e
pre´fe´rentiellement pour la re´solution en temps.
Il est notable que les proprie´te´s de´ja` de´crites dans [13]
pour les tenseurs de couplage sont e´galement ve´rifie´es ici :
a` cause de la biline´arite´ de L(., .), la syme´trie de Hpi, j est
imme´diate :
Hpi, j = H
p
j,i. (23)
Cette proprie´te´ permet de re´duire le couˆt de calcul en ne
calculant que la moitie´ des coefficients. Par ailleurs, comme
L(., .) est triplement auto-adjoint, on a∫
S
f L(g, h)dS =
∫
S
L( f , g)hdS + C, (24)
avec C s’annulant sous certaines conditions [12], dont les
conditions de bord libre de contrainte. Dans ce cas, la
proprie´te´
Hpi, j = E
i
p, j, (25)
permet de re´duire encore le nombre de coefficients a` calculer.
3.3 Modes du syste`me line´aire associe´
La re´solution des proble`mes line´aires (12-13) est
complique´e par la prise en compte de l’e´paisseur variable
et demande une approche nume´rique. Les solutions sont
obtenues par une me´thode aux diffe´rences finies [4].
L’utilisation d’un maillage uniforme pour une structure
ou` la longueur d’onde varie spatialement peut donner lieu
a` un couˆt de calcul important. Pour reme´dier a` cela, le
maillage est adapte´ a` la variation de longueur d’onde des
ondes de flexion. Le proble`me (13) peut e´galement eˆtre





sont calcule´s avec les expressions (19, 20, 22) a` partir des
de´forme´es modales nume´riques, a` la manie`re de [14].
3.4 Prise en compte de l’amortissement
L’amortissement dans le syste`me est pris en compte en
supposant un amortissement modal faible dans le proble`me
aux valeurs propres en de´placement. Le proble`me dissipatif
est formule´ en utilisant une rigidite´ complexe :
D∗(x) = D(x)(1 + η(x)), (26)
ou` η(x) est un facteur de perte e´quivalent obtenu en utilisant
la loi de Ross-Ungar-Kerwin [10, 4] pour mode´liser l’effet
du film visco-e´lastique. La re´solution de ce porble`me aux
valeurs propres permet de trouver les amortissement modaux
ξs qui sont ensuite re´injecte´es dans le syste`me d’e´quations
(17-18) :








Hpi, jqi(t)q j(t), (27)









Cette me´thode a l’avantage de donner lieu a` un proble`me
en temps qui se re´sout de la meˆme manie`re que le proble`me
conservatif. Par ailleurs, le fait de ne pas introduire
d’amortissement sur la fonction d’Airy est conforte´ par
l’absence d’effets d’inertie dans le proble`me longitudinal.
3.5 Inte´gration en temps
Le syste`me d’e´quations (27-28) est re´solu a` l’aide d’un
sche´ma d’inte´gration conservatif de´crit dans [13], qui est
stable sous condition. La premie`re e´tape est de discre´tiser
les qs(t) :
qs(t)→ qns , (29)
ou` t = n∆t avec ∆t le pas de discre´tisation en temps, et les
ope´rateurs de de´rivation a` l’aide d’ope´rateurs aux diffe´rences


































avec les ope´rateurs discrets suivants :
δttqn =















et−qn = qn−1. (36)
La condition de stabilite´ d’un tel sche´ma est [13] :
fe > pi fmax, (37)
ou` fe = 1/∆t est la fre´quence d’e´chantillonnage et fmax est la
plus haute fre´quence propre conside´re´e dans le calcul.
4 Re´sultats du mode`le
4.1 Poutres utilise´es
On effectue les calculs pour une poutre uniforme et
une poutre TN, dont les caracte´ristiques sont donne´es dans
le tableau 1. Dans ce tableau les variables η et ηl sont les
facteurs de perte de la plaque et du film visco-e´lastique,
respectivement.
Tableau 1 – Tableau de´crivant les configurations utilise´es.
E (GPa) 70 h0 (m) 5×10−3 m
η 0.002 a (m) 1.5
ρ (kg/m3) 2700 b (m) 0.02
ν 0.3 hl (m) 10−4
El (GPa) 1 ll (m) 0.1
ηl 0.4 x0 (m) 0.05
ρl (kg/m3) 1000 x1 (m) 0.35
4.2 Convergence
Le maillage utilise´ pour le calcul des fonctions propres
en diffe´rences finies est de 1000 × 100. On ve´rifie que
ce maillage est suffisant pour obtenir une convergence
des modes utilise´s dans le calcul. On utilise NΦ = 100 et
NΨ = 1500. Un aspect important de la re´solution est la
convergence des coefficients de couplage Γsk,m,n. Pour s’en
assurer, on observe la convergence du terme Γpp,p,p pour
les configurations utilise´es. La figure 4 montre que les
coefficients de la poutre TN convergent plus lentement que
ceux de la poutre uniforme et atteignent des valeurs plus
e´leve´es. Certains modes Ψ ne contribuent pas du tout et il est
possible d’alle´ger le calcul en les e´liminant.
4.3 Re´ponses a` une excitation d’amplitude
croissante
Les poutres sont excite´es par un signal sinusoı¨dal
d’amplitude croissante et de fre´quence 105 Hz (voir figure 5)
dans la zone uniforme. L’inte´gration en temps donne les
signaux de de´placement au point d’excitation. On ve´rifie















Figure 4 – Terme Γpp,p,p, p = 30 pour la poutre uniforme
(trait interrompu gris) et ABH (trait plein noir).
sur la figure 6(a) que le spectre de la re´ponse de la poutre
uniforme ne contient que la raie d’excitation tandis que
le contenu spectral de la re´ponse de la poutre TN (voir
figure 6(b)) s’enrichit avec l’amplitude de nombreux
harmoniques, ce qui est une signature d’un comportement
non-line´aire. Le comportement de la structure expe´rimental
est reproduit qualitativement ; toutefois, l’expe´rience
montrait la pre´sence d’harmoniques pairs et impairs tandis
que la simulation ne montre que des harmoniques impairs
puisque le mode`le ne comporte que des non line´arite´s
cubiques. Les non line´arite´s quadratiques sont amene´es par
la pre´sence d’imperfections ge´ome´triques, ine´vitables en
pratique dans les structures minces, et en particulier pour le
cas de la poutre TN ou` l’e´paisseur terminale est tre`s petite. La
prise en compte de ces imperfections se fait en conside´rant
un mode`le de plaque imparfaite, contenant des non line´arite´s
quadratiques et cubiques, et dont l’effet est souvent de
favoriser l’apparition de dynamiques complexes [15].














Figure 5 – Signal d’excitation sinus a` f=105 Hz,
d’amplitude croissante.
4.4 Transfert d’e´nergie basses vers hautes
fre´quences
Pour e´valuer s’il y a transfert d’e´nergie d’un domaine
basse fre´quence vers haute fre´quence, la poutre TN est
excite´e avec un bruit blanc filtre´ entre 200 et 300 Hz (voir
figure 7(a)), qui n’excite qu’une seule bande de fre´quence.
On ve´rifie bien sur la figure 7(b) qu’a` faible niveau, la
poutre TN ne re´pond que sur la bande excite´e tandis que
de l’e´nergie fuite sur d’autres bandes de fre´quence pour
des amplitudes d’excitation plus importantes. L’amplitude
hors bande excite´e reste encore bien infe´rieure a` l’amplitude
(a)
(b)
Figure 6 – Pe´riodogramme du de´placement en dB (ref.
1 m.s−1) en re´ponse a` une excitation sinus a` f=105 Hz pour
(a) la poutre uniforme et (b) la poutre TN.
dans la bande excite´e et il n’est pas clair si ce phe´nome`ne
d’excitation large bande donne lieu a` une re´duction des
vibrations dans la bande [200-300] Hz. Ne´anmoins, ce
re´sultat ouvre clairement des possibilite´s et il devient
envisageable de trouver des configurations ou` le couplage
entre modes permet une re´duction du niveau vibratoire en
basse fre´quence.
5 Conclusion et perspectives
Dans cet article, le caracte`re non-line´aire des poutres TN
a e´te´ mis en e´vidence. L’expe´rience a montre´ que la re´ponse
a` une excitation sinus d’une poutre munie d’un profil TN
long contient un grand nombre d’harmoniques, qui s’accroıˆt
avec l’amplitude. C’est la signature d’un comportement non-
line´aire, qui est duˆ aux grandes amplitudes de de´placement
dans la re´gion de faible e´paisseur. Le de´veloppement
d’un mode`le de von Ka´rma´n pour simuler une poutre
TN confirme l’observation expe´rimentale en reproduisant
qualitativement le meˆme phe´nome`ne. Finalement, les
non-line´arite´s permettent d’exciter un spectre large bande a`
partir d’une excitation de la structure sur une bande limite´e.
Ce comportement de´pend de l’amplitude d’excitation et
peut permettre d’autre part la re´duction de l’amplitude de
la re´ponse dans la bande excite´e. Potentiellement, les non-
line´arite´s sont ainsi un moyen pour augmenter l’efficacite´ de
l’effet TN en basse fre´quence.
































Figure 7 – (a) Spectre du signal d’excitation bruit blanc
filtre´ entre 200 et 300 Hz. (b) Spectres de la vitesse
vibratoire de la poutre TN pour une amplitude maximum de
1 N (trait mixte bleu), 10 N (trait interrompu mauve), 20 N
(trait plein rouge).
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